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摘 要： 贝叶斯网络（ＢＮ）是不确定知识表示和推理的主要方法之一，是人工智能中重要的理论模型．针对现有
混合方法学习ＢＮ结构不稳定、容易陷入局部最优等问题，本文将图论中的最大主子图分解理论与条件独立（ＣＩ）测试
相结合，同时引入少量的局部评分搜索，提出一种新的基于混合方式的 ＢＮ等价类学习算法．新算法通过确定所有变
量的Ｍａｒｋｏｖ边界构造网络的无向独立图，并对无向图进行最大主子图分解，从而将高维的结构学习问题转化为低维
问题，然后利用低阶 ＣＩ测试和局部评分搜索识别子图中的 Ｖ结构．理论证明以及实验分析显示了新算法的正确性和
有效性．
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１ 引言

贝叶斯网络（ＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋ，ＢＮ），又称贝叶斯信
度网络（ＢａｙｅｓｉａｎＢｅｌｉｅｆＮｅｔｗｏｒｋ，ＢＢＮ）或信度网络，是人
工智能领域表示不确定性知识和推理的一种重要方法．
经过十几年的发展，它已广泛地应用于故障检测、医疗

诊断、交通管理、军事目标自动识别、信息融合等方

面［１～３］．目前，从数据中学习ＢＮ受到了国内外学者们的
广泛关注，人们相继提出了许多种 ＢＮ结构学习算法，
这些算法大致可归为两类：基于约束的方法［４～６］和基于

随机搜索机制的评分搜索方法［７～９］．此外，一些研究者
结合上述两种方法提出一类混合算法［１０～１２］，该类算法

首先利用条件独立测试（ＣｏｎｄｉｔｉｏｎａｌＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ，ＣＩ）降
低搜索空间的复杂度，然后执行评分搜索找到最佳网

络．如ＭＭＨＣ（ＭａｘＭｉｎＨｉｌｌＣｌｉｍｂｉｎｇ）算法［１２］，该算法分
为２个阶段，在第 １阶段利用 ＭＭＰＣ（ＭａｘＭｉｎＰａｒｅｎｔｓ
ａｎｄＣｈｉｌｄｒｅｎ）算法构建贝叶斯网络结构的框架，在第 ２
阶段执行评分贪婪搜索确定网络结构的边以及边的方

向．然而，这类算法在降低搜索空间复杂度的同时也缩
小了解空间的范围，而在评分搜索阶段由于空间的限制
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无法修正这个错误，从而容易陷入局部最优，进而难以

学习到最佳的网络结构．
针对上述情况，本文将图论中的最大主子图分解

（ＭａｘｉｍａｌＰｒｉｍｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＭＰＤ）技术［１３］与 ＭＭＨＣ算
法结合，提出一种新的贝叶斯网络等价类混合学习算

法（ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＬｅａｒｎｉｎｇＢａｙｅｓｉａｎＮｅｔｗｏｒｋＥｑｕｉｖａｌｅｎｃｅＣｌａｓｓｅｓ
ｂａｓｅｄｏｎａＨｙｂｒｉｄＭｅｔｈｏｄ，简称 ＢＮＥＡ）．新算法首先应用
ＣＩ测试和ＭＭＰＣ算法得到所有变量的 Ｍａｒｋｏｖ边界并以
此构造网络的无向独立图；然后利用 ＭＰＤ技术对无向
图进行分解，理论证明，学习整个网络中的 Ｖ结构等价
于学习分解后的每个子图中的 Ｖ结构，从而将一个高
维的网络结构学习问题转化为低维问题；最后，利用低

阶 ＣＩ测试和局部 ＢＤｅｕ得分搜索确定每个子图中的 Ｖ
结构．新算法不仅利用低阶 ＣＩ测试有效地限制候选结
构的选取范围，而且通过 ＭＰＤ技术对搜索空间进行分
解，避免了不必要的统计计算和结构评分，有效地提高

了算法的时间性能．理论和大量实验表明：与 ＭＭＨＣ算
法相比，新算法的学习速度有较大改进且具有更强的

处理大规模数据的能力．
本文内容安排如下：第２节介绍贝叶斯网络及其最

大主子图分解的基本概念；第３节给出基于条件独立测
试和评分搜索的混合学习算法并给出算法的理论证

明；第４节为数值实验结果；最后为结束语，同时给出
了今后的研究方向．

２ 贝叶斯网络及其结构学习

符号约定：在论述网络中的节点或概率分布中的

随机变量时，大写字母 Ｕ、Ｖ、Ｗ表示节点集合或变量集
合，带下标的字母或单个字母，如 ｖｉ、ｖ表示单个节点或
变量．
２１ 贝叶斯网络

定义１ ＢＮ是一个二元组，即 ＢＮ＝（Ｇ，Ｐ），Ｇ＝
（Ｖ，Ｅ）为有向无环图（ＤｉｒｅｃｔｅｄＡｃｙｃｌｉｃＧｒａｐｈ，ＤＡＧ），其中
Ｖ为节点集，与领域的随机变量一一对应，Ｅ为有向边
集，反映节点变量之间的因果依赖关系；Ｐ为节点的概
率分布，表示节点之间因果影响强度．

任意给定的 ＢＮ均满足 Ｍａｒｋｏｖ条件，即对任意变
量 ｖｉ在给定其父节点集合ｐａ（ｖｉ）情况下，ｖｉ独立于除
ｐａ（ｖｉ）之外的所有非子孙节点．我们用 Ｉｎｄ（Ｘ；Ｙ｜Ｚ）表
示给定变量集 Ｚ，变量集 Ｘ和Ｙ在概率分布Ｐ下是相
互独立的，Ｘ、Ｙ、ＺＶ．

注：若 ＢＮ中存在有向边ｖｉ→ｖｊ，则称 ｖｉ是ｖｊ的父节
点，ｖｊ是ｖｉ的子节点，用 ｐａ（ｖｉ）表示 ｖｉ的父节点集合，
ｐｃ（ｖｉ）表示 ｖｉ的父节点和子节点构成的集合．若存在有
向路 ｖｉ→…→ｖｊ，则称 ｖｉ是ｖｊ的祖先节点，ｖｊ是ｖｉ的子
孙节点，用 ａｎ（ｖｉ）表示 ｖｉ的祖先节点集合．

定义２ 任意变量子集 ＺＶ，Ｚｄ分离ρ当且仅当
下面两个条件之一成立：（１）ρ包含形如ｖｉ→ｖｊ→ｖｋ或ｖｉ
←ｖｊ→ｖｋ的子链，并且 ｖｊ∈Ｚ；（２）ρ包含形如ｖｉ→ｖｊ←ｖｋ
的子链，并且 ｖｊ和ｖｊ的子孙节点都不属于Ｚ．

其中，有向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）中的链是指一个有限非空
序列ρ＝ｖ１ｅ１ｖ２…ｅｌ－１ｖｌ（２≤ｌ≤ｎ），它的各项交替地是
节点和有向边，ｅｉ表示有向边ｖｉ→ｖｉ＋１或 ｖｉ←ｖｉ＋１（ｉ＝
１，２，…，ｌ－１）．若 ｖｉ→ｖｊ←ｖｋ是Ｇ中的子链，且 ｖｉ和ｖｋ
在Ｇ中不相邻，则称 ｖｉ→ｖｊ←ｖｋ是Ｇ中的Ｖ结构．

特别地，Ｇ中任意两个不同的子集Ｘ、Ｙ被集合Ｚｄ
分离当且仅当任意一条经过ｘｉ∈Ｘ到达ｙｉ∈Ｙ的链被
Ｚｄ分离．我们用 Ｄｓｅｐ（Ｘ；Ｙ｜Ｚ）表示变量集 Ｘ和Ｙ在Ｇ
中被Ｚｄ分离，Ｘ、Ｙ、ＺＶ．

对于任意 ＢＮ＝（Ｇ，Ｐ），若概率分布 Ｐ上所有变量
之间的条件独立都可以通过有向图Ｇ上的ｄ分离表示
出来，则称 ＢＮ满足忠实性条件．假设下文所述的ＢＮ均
满足这一条件．
２２ 最大主子图分解

ＢＮ结构学习就是在给定一个样本数据集合Ｄ的
前提下，寻找一个与训练集 Ｄ匹配最好的网络结构，
Ｒｏｂｉｎｓｏｎ［１４］等人证明了包含 ｎ个节点可能的ＢＮ结构数
目 ｆ（ｎ）为：

ｆ（ｎ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（－１）ｉ＋１ ｎ！

ｉ！（ｎ－１）！２
ｉ（ｎ－１）ｆ（ｎ－ｉ）

可见，随着变量数目 ｎ的增多，搜索空间的维数呈指数
级增长，因此，搜索最优的网络结构是一个 ＮＰ难问题．
为此，本文受到图论中分解理论的启发，提出一种基于

分解技术、条件独立测试和局部评分搜索的混合结构

学习算法，该算法能够有效降低搜索空间的维数并提

高计算效率．下面给出与图分解相关的基本概念．
定义３ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个图，节点集 ＵＶ．以

Ｕ为节点集，以 Ｇ中两端点均属于Ｕ的所有边作为边
集所构成的子图，称为 Ｇ的由节点集Ｕ导出的子图，记
为 Ｇ［Ｕ］．

定义４ 设 Ｇｍ＝（Ｖ，Ｅｍ）是一个无向图，若存在 Ｖ
的非空子集Ｕ、Ｓ、Ｗ且Ｕ∪Ｓ∪Ｗ＝Ｖ，使得 Ｇｍ中每一
条经过点ｕｉ∈Ｕ到达点ｗｉ∈Ｗ的无向路上至少存在一
个点在Ｓ中，则称 Ｓ分离子集Ｕ和Ｗ；如果 Ｇｍ［Ｓ］在 Ｇｍ

中是完全的，则称 Ｇｍ是可分解的，且分解为子图 Ｇｍ［Ｕ
∪Ｓ］和 Ｇｍ［Ｓ∪Ｗ］．

若 Ｇｍ［Ｕ］是 Ｇｍ＝（Ｖ，Ｅｍ）的一个导出子图且
Ｇｍ［Ｕ］是不可分解的，则称 Ｇｍ［Ｕ］是 Ｇｍ的主子图．若
对任意子集 ＷＵ，Ｇｍ［Ｗ］都是可分解的，则称 Ｇｍ［Ｕ］
是 Ｇｍ的最大主子图．

对一个无向图进行最大主子图分解，实质上是寻

找这个图的所有最大主子图，一个图的最大主子图分
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解是唯一的［１３］．ＢＮ上的最大主子图是指ＢＮ的道德图
的所有最大主子图．有向图 Ｇ的道德图是通过将Ｇ中
的有向边转变为无向边并在具有共同子节点的节点之

间添加无向边得到的，这些被添加的边称为道德边，我

们用 Ｇｍ表示Ｇ的道德图．以图１（ａ）中的 Ａｓｉａ网络为
例，它的道德图及其所有最大主子图分别如图１（ｂ）和
图１（ｃ）所示．根据定义５可知，图１（ｃ）中的每个子图都
是不可分解的．

３ 基于分解混合方式的贝叶斯网络等价类
结构学习

３１ Ｍａｒｋｏｖ边界学习算法
如前所述，ＢＮ以图结构的形式反映了节点变量间

潜在的条件独立关系，是随机变量之间联合概率分布

的图形化表示．如果任意两个不同的 ＢＮｓ定义了相同
的联合概率分布，则称这两个 ＢＮｓ是 Ｍａｒｋｏｖ等价的．对
于大部分评分函数，如 ＢＤｅｕ评分函数［１５］，等价的 ＢＮｓ
具有相同的函数得分，因此，对 ＢＮ结构的学习可以简
化为学习其等价类．该类方法分为两个阶段实现．第一
阶段，根据所观察到的数据通过 ＣＩ测试或领域知识建
立 ＢＮ的道德图（最小无向独立图）；第二阶段，根据道
德图确定 ＢＮ的Ｖ结构和其余的有向边．本节针对第一
阶段的学习，给出一种学习 Ｍａｒｋｏｖ边界的算法（Ａ
ＭａｒｋｏｖＢｏｕｎｄａｒｙＤｉｓｃｏｖｅｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，简称ＭＢＤＡ），重复执
行 ＭＢＤＡ算法得到每个变量的 Ｍａｒｋｏｖ边界，由这些
Ｍａｒｋｏｖ边界构成的无向图即为 ＢＮ的无向独立图．下面
首先给出与 ＭＢＤＡ算法相关的基本概念和定理，然后
给出算法的具体描述及其理论证明．

定义５ 设 ｔ是ＢＮ＝（Ｇ，Ｐ）中的任意变量且 Ｇ＝
（Ｖ，Ｅ），若存在最小的子集 ＵＶ使Ｉｎｄ（ｔ；Ｖ＼｛Ｕ∪ｔ｝
｜Ｕ）成立，则称 Ｕ是ｔ的 Ｍａｒｋｏｖ边界，记 Ｕ＝Ｍ（ｔ）．若
（Ｇ，Ｐ）满足忠实性条件，则变量 ｔ的父节点，子节点及
其配偶节点构成的集合是 ｔ唯一的Ｍａｒｋｏｖ边界．其中 ｔ

的配偶节点集是指与ｔ拥有共同子节点的节点构成的
集合，记为 ｓｐ（ｔ）．

定义６ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是有向无环图，ＰＷ是关于
变量子集Ｗ上的联合概率分布，其中 ＷＶ．若 Ｇ满足
子分布ＰＷ上的所有条件独立，则称（Ｇ，ＰＷ）满足嵌入
忠实性条件．

定理１ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是有向无环图，Ｐ是变量集
Ｖ上的联合概率分布，若（Ｇ，Ｐ）满足忠实性条件且 ＰＷ

是子集Ｗ上的边缘分布，则（Ｇ，ＰＷ）满足嵌入忠实性条
件．

定理１的证明可参阅文献［１６］．定理１表明，在忠实
性条件成立的情况下，对网络进行分解后子图上的概

率分布满足嵌入忠实性条件，从而可以有效降低数据

维数并进行局部结构学习．进一步，确定变量 ｔ在变量
集Ｖ上的Ｍａｒｋｏｖ边界可转化为在 Ｖ的某个子集上进行
局部 ＣＩ测试，该子集包含变量 ｔ及与之相关的变量．本
文采用χ

２统计量［１７］进行 ＣＩ测试．以下给出了 ＭＢＤＡ
算法的具体描述．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ１ＭＢＤＡ

１．Ｉｎｐｕｔ：ＤａｔａｓｅｔＤ；ＶａｒｉａｂｌｅｓｅｔＶ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝；Ｔａｒｇｅｔｖａｒｉａｂｌｅｔ．

２．Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ：ｐ珋ｃ＝Ｖ＼ｔ，ｓ珋ｐ＝ ．
３．Ｏｒｄｅｒ０ＣＩｔｅｓｔ：ｆｏｒｅａｃｈｖａｒｉａｂｌｅｖｉ∈ｐ珋ｃ，ｉｆＩｎｄ（ｖｉ；ｔ）ｉｓｈｏｌｄ，ｔｈｅｎｐ珋ｃ＝

ｐ珋ｃ＼ｖｉ，Ｓ（ｖｉ）＝ ．

４．Ｏｒｄｅｒ１ＣＩｔｅｓｔ：ｆｏｒｅａｃｈｖａｒｉａｂｌｅｖｉ∈ｐ珋ｃ，ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｖａｒｉａｂｌｅｖｊ∈ｐ珋ｃ＼ｖｉ
ｓｕｃｈｔｈａｔＩｎｄ（ｖｉ；ｔ｜ｖｊ），ｔｈｅｎｐ珋ｃ＝ｐ珋ｃ＼ｖｉ；Ｓ（ｖｉ）＝Ｓ（ｖｉ）∪ｖｊ．

５．Ｆｉｎｄｓｕｐｅｒｓｅｔｏｆｓｐｏｕｓｅｓ：ｆｏｒｅａｃｈｖａｒｉａｂｌｅｖｉ∈ｐ珋ｃ，ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｖａｒｉａｂｌｅｖｊ
∈Ｖ＼ｔ∪ｐ珋ｃ，ｓｕｃｈｔｈａｔＩｎｄ（ｖｊ；ｔ｜Ｓ（ｖｊ）∪ｖｉ），ｔｈｅｎｓ珋ｐ＝ｓ珋ｐ∪ｖｊ．

６．Ｆｉｎｄｐａｒｅｎｔｓａｎｄｃｈｉｌｄｒｅｎｏｆｔ：ｃａｌｌｔｈｅＭＭＰＣａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｇｅｔｐｃ（ｔ）＝
ＭＭＰＣ（ｔ，Ｄ（ｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ））．Ｆｏｒｅａｃｈｖｉ∈ｐ珋ｃ＼ｐｃ（ｔ），ｉｆｔ∈ＭＭＰＣ（ｖｉ，

Ｄ），ｔｈｅｎｐｃ（ｔ）＝ｐｃ（ｔ）∪ｖｉ．

７．Ｆｉｎｄｓｐｏｕｓｅｓｏｆｔ：ｆｏｒｅａｃｈｖａｒｉａｂｌｅｖｉ∈ｐｃ（ｔ），ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｖａｒｉａｂｌｅｖｊ∈
ＭＭＰＣ（ｖｉ，Ｄ）＼｛ｐｃ（ｔ）∪ｔ｝ａｎｄａｓｕｂｓｅｔＺｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ＼｛ｔ∪ｖｊ｝，ｓｕｃｈ

ｔｈａｔＩｎｄ（ｔ；ｖｊ｜Ｚ）ａｎｄＩｎｄ（ｔ；ｖｊ｜Ｚ∪ｖｉ），ｔｈｅｎｓｐ（ｔ）＝ｓｐ（ｔ）∪ｖｊ
８．ＲｅｔｕｒｎＭ（ｔ）＝ｐｃ（ｔ）∪ｓｐ（ｔ）．
９．Ｏｕｔｐｕｔ：ＡＭａｒｋｏｖｂｏｕｎｄａｒｙＭ（ｔ）ｏｆｔ．

根据算法１可知，ＭＢＤＡ首先利用０阶和１阶ＣＩ测
试删除与目标变量 ｔ无关的冗余变量，得到 Ｍ（ｔ）的上
界 ｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ，根据定理１，（Ｇ［ｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ］，Ｐｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ）满足嵌入忠
实性条件．然后利用ＭＭＰＣ算法在子集 ｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ中搜索ｔ
的父节点和子节点，与 ＭＭＰＣ算法直接在整个变量集
搜索相比，ＭＢＤＡ的这一策略有效限制了候选节点的选
取范围，避免了一些不必要的搜索．ＭＢＤＡ算法的证明
由以下定理给出．

引理１ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是有向无环图，Ｐ是变量集
Ｖ上的联合概率分布，（Ｇ，Ｐ）满足忠实性条件．对任意
目标变量 ｔ，若 ｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ是由算法 ＭＢＤＡ得到的集合，则
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Ｍ（ｔ）是 ｐ珋ｃ∪ｓ珋ｐ的子集．
证明 根据定理 １，Ｍ（ｔ）＝ｐｃ（ｔ）∪ｓｐ（ｔ），其中

ｐｃ（ｔ）表示由变量 ｔ的父节点和子节点构成的集合，
ｓｐ（ｔ）表示变量 ｔ的配偶节点集合．我们只需要证明
ｐｃ（ｔ）ｐ珋ｃ和ｓｐ（ｔ）ｓ珋ｐ成立．取任意节点 ｖｉ∈ｐｃ（ｔ），由
于（Ｇ，Ｐ）满足忠实性条件，因此，任意变量子集 ＺＶ，
均有Ｉｎｄ（ｖｉ；ｔ｜Ｚ）成立，由ＭＢＤＡ算法的第３步和第４
步，节点 ｖｉ不会被删除，即 ｖｉ∈ｐ珋ｃ．同理，取任意节点 ｖｊ
∈ｓｐ（ｔ），则存在节点 ｖｉ∈ｐｃ（ｔ）ｐ珋ｃ和子集ＺＶ使得
Ｉｎｄ（ｔ；ｖｊ｜Ｚ）和Ｉｎｄ（ｔ；ｖｊ｜Ｚ∪ｖｉ）成立．令 Ｚ＝Ｓ（ｖｊ），
则Ｓ（ｖｊ）在 Ｇ中ｄ分离ｔ和ｖｊ．根据算法的第５步可得 ｖｊ
∈ｓ珋ｐ，因此 ｓｐ（ｔ）ｓ珋ｐ． 证毕

注：Ｉｎｄ（Ｘ；Ｙ｜Ｚ）给定变量集 Ｚ，变量集 Ｘ和Ｙ
不是条件独立的．

引理２ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是有向无环图，Ｐ是变量集
Ｖ上的联合概率分布，（Ｇ，Ｐ）满足忠实性条件．对任意
目标变量 ｔ，若 Ｍ（ｔ）ＷＶ，则 ｔ在子集Ｗ上存在唯
一的Ｍａｒｋｏｖ边界 ＭＷ（ｔ）且 ＭＷ（ｔ）＝Ｍ（ｔ）．

证明 根据定理１和定理２易知变量 ｔ在Ｗ上存
在唯一的Ｍａｒｋｏｖ边界，我们只需要证明当 Ｍ（ｔ）Ｗ
Ｖ成立时ＭＷ（ｔ）＝Ｍ（ｔ）．由 Ｍ（ｔ）ＷＶ可得，Ｍ（ｔ）

ＭＷ（ｔ）．下面我们反证法证明 ＭＷ（ｔ）Ｍ（ｔ）．
不失一般性，假设存在变量 ｖｉ∈ＭＷ（ｔ）且 ｖｉ

Ｍ（ｔ）．根据 Ｍ（ｔ）的定义，则有 Ｉｎｄ（ｖｉ；ｔ｜Ｍ（ｔ））在概率
分布 Ｐ上成立．又因为 ＭＷ（ｔ）＝ｐｃＷ（ｔ）∪ｓｐＷ（ｔ），当 ｖｉ
∈ｐｃＷ（ｔ）时，则 Ｄｓｅｐ（ｖｉ；ｔ｜Ｍ（ｔ））在 Ｇ中不成立，这与
忠实性条件矛盾；当 ｖｉ∈ｓｐＷ（ｔ），设 ｖｊ是ｖｉ和ｔ在子集
Ｗ中的共同子节点，如果 ｖｊ∈Ｍ（ｔ），同样有 Ｄｓｅｐ（ｖｉ；ｔ｜
Ｍ（ｔ））在 Ｇ中不成立，矛盾．如果 ｖｊＭ（ｔ），则 Ｉｎｄ（ｖｊ；
ｔ｜Ｍ（ｔ））在概率分布 Ｐ上成立，又因为 ｔ在Ｇ中是ｖｊ的
父节点，从而有 Ｄｓｅｐ（ｖｊ；ｔ｜Ｍ（ｔ））在 Ｇ中不成立，矛盾．

证毕

定理２ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是有向无环图，Ｐ是变量集
Ｖ上的联合概率分布，（Ｇ，Ｐ）满足忠实性条件．对任意
目标变量 ｔ，算法ＭＢＤＡ得到 ｔ的Ｍａｒｋｏｖ边界．

证明 根据配偶节点的定义，由 ＭＢＤＡ算法的第７
步可得到 ｔ在Ｇ中的配偶节点集．下面证明由ＭＢＤＡ算
法的第６步可以得到变量 ｔ在Ｇ中的父子节点集合，即
ｐｃ（ｔ）．
根据定理２和引理１可知，（Ｇ，Ｐｐ珋ｃ（ｔ）∪ｓ珋ｐ（ｔ））满足变

量集 ｐ珋ｃ（ｔ）∪ｓ珋ｐ（ｔ）上的嵌入忠实性条件．令 ｐ珋ｃ（ｔ）∪
ｓ珋ｐ（ｔ）＝Ｗ，则 ＷＶ．由ＭＭＰＣ算法可知，算法第６步可
得到 ｔ在子集Ｗ上的父子节点集合，记为 ｐｃＷ（ｔ）．下面
证明 ｐｃＷ（ｔ）＝ｐｃＶ（ｔ）．由引理２可知，ＭＷ（ｔ）＝ＭＶ（ｔ）
Ｗ，因此，ｐｃＶ（ｔ）ｐｃＷ（ｔ）．与引理 ２的证明类似，我们

只需要证明 ｐｃＷ（ｔ）ｐｃＶ（ｔ）．不失一般性，假设存在变
量 ｖｉ∈ｐｃＷ（ｔ）且 ｖｉｐｃＶ（ｔ）．由于 Ｇ中所有与ｔ不相邻
的节点均被ＭＶ（ｔ）的某个子集 ｄ分离，因此，存在子集
ＺＭＶ（ｔ）＼ｖｉ使得Ｉｎｄ（ｖｉ；ｔ｜Ｚ）成立．又因为 ＭＷ（ｔ）＝
ＭＶ（ｔ），ｖｉ与ｔ被子集Ｗ＼｛ｖｉ，ｔ｝ｄ分离，从而 ｖｉ与ｔ在
由子集Ｗ导出的子图中不相邻，这与 ｖｉ∈ｐｃＷ（ｔ）矛盾，
定理得证． 证毕

３２ 等价类学习算法及其理论证明

在给出本文的主要算法之前，首先给出两个定理，

作为算法的理论依据．
定理３ 设 Ｇｍ＝（Ｖ，Ｅｍ）表示有向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的

道德图，任意 ｖｉ、ｖｊ∈Ｖ，如果存在变量子集 Ｓ在Ｇｄ分
离ｖｉ和ｖｊ当且仅当Ｓ在Ｇｍ［ａｎ（ｖｉ）∪ａｎ（ｖｊ）∪｛ｖｉ，ｖｊ｝］
中分离 ｖｉ和ｖｊ．

定理３的证明可参阅文献［１８］．定理３表明，有向
图中变量间的 ｄ分离关系等价于其对应道德图中变量
间的分离关系．

定理４ 设 Ｇｍ＝（Ｖ，Ｅｍ）表示有向图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）的
道德图，假设 Ｇｍ可以分解成它的最大主子图Ｇｍ１，Ｇｍ２，
…，Ｇｍｋ，任意 ｖｉ、ｖｋ、ｖｊ∈Ｖ，如果 ｖｉ→ｖｋ←ｖｊ是Ｇ中的Ｖ
结构，则至少存在 Ｇｍ的一个最大主子图包含圈ｖｉ－ｖｋ
－ｖｊ－ｖｉ，记作 Ｃ（ｖｉ，ｖｋ，ｖｊ）．
证明 根据 Ｇｍ的连通性，一定存在 Ｇｍ的子图包

含边ｖｉ－ｖｋ或ｖｊ－ｖｋ．下面用反证法证明．假设边 ｖｉ－ｖｋ
和ｖｊ－ｖｋ分别属于Ｇｍ的两个不同子图Ｇｍｐ和Ｇｍｑ，由定
义５可知，一定存在子集 ＳＶ且ｖｋ∈Ｓ使得Ｓ分离和
Ｇｍｑ，从而 ｖｋ在Ｇｍ中分离ｖｉ和ｖｊ，根据定理３，ｖｋ在Ｇ中
ｄ分离ｖｉ和ｖｊ，这与 ｖｉ→ｖｋ←ｖｊ是Ｇ中的Ｖ结构矛盾．从
而圈 Ｃ（ｖｉ，ｖｋ，ｖｊ）至少包含在 Ｇｍ的一个最大主子图中．

证毕

定理４表明，确定 ＢＮ中的所有Ｖ结构等价于将其
道德图进行最大主子图分解，对包含３个变量的圈进行
ＣＩ测试，因此，定理４将一个高维的结构学习问题转化
为低维的ＣＩ测试问题，基于这一思想，下面给出本文的
主要算法．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ２ＢＮＥＡ

１．Ｉｎｐｕｔ：ＤａｔａｓｅｔＤ；ＶａｒｉａｂｌｅｓｅｔＶ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝．

２．ＣｏｎｓｔｒｕｃｔａｎｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｇｒａｐｈＧｍｆｒｏｍｔｈｅｄａｔａｓｅｔＤ：

＊Ｆｏｒｅａｃｈｖａｒｉａｂｌｅｖｉ∈Ｖ，ｃａｌｌｔｈｅＭＢＤＡｔｏｇｅｔｔｈｅＭａｒｋｏｖｂｏｕｎｄａｒｙｏｆ

ｖｉａｎｄｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｔａｓａｎｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｓｕｂｇｒａｐｈ珔Ｇｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

＊Ｃｏｍｂｉｎｅ珔Ｇ１，珔Ｇ２，…，珔ＧｎｉｎｔｏａｎｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｇｒａｐｈＧｍ＝（Ｖ，Ｅｍ）．

３．ＣａｌｌｔｈｅｊｕｎｃｔｉｏｎｔｒｅｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｏｂｔａｉｎｍａｘｉｍａｌｐｒｉｍｅｓｕｂｇｒａｐｈｓＧｍ１，

Ｇｍ２，…，ＧｍｋｆｒｏｍｔｈｅｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｇｒａｐｈＧｍ．

４．ＳｅｔＰｃ＝Ｇｍ，Ｃ＝ ．

１０１第 １ 期 朱明敏：基于混合方式的贝叶斯网络等价类学习算法



５．ｒｅｐｅａｔ

６． ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｂｇｒａｐｈＧｍｌｓｕｃｈｔｈａｔａｃｙｃｌｅＣ（ｖｉ，ｖｋ，ｖｊ）Ｇｍｌｔｈｅｎ

７． ｉｆＩｎｄ（ｖｉ；ｖｊ）ａｎｄＩｎｄ（ｖｉ；ｖｊ｜ｖｋ）ｔｈｅｎ

８． Ｏｒｉｅｎｔｖｉ→ｖｋ←ｖｊａｎｄｄｅｌｅｔｅｖｉ－ｖｊｉｎＰｃ；

９． ｅｌｓｅｉｆＩｎｄ（ｖｉ；ｖｊ｜ｖｌ）ａｎｄＩｎｄ（ｖｉ；ｖｊ｜ｖｋ），ｌ≠ｉ，ｊ，ｋ．ｔｈｅｎ

１０． Ｏｒｉｅｎｔｖｉ→ｖｋ←ｖｊａｎｄｄｅｌｅｔｅｖｉ－ｖｊｉｎＰｃ；

１１． ｅｌｓｅ
１２． Ｃ＝Ｃ∪Ｃ（ｖｉ，ｖｋ，ｖｊ）；

１３． ｅｎｄｉｆ
１４． ｅｎｄｉｆ

１５．ｕｎｔｉｌＰｃｈａｓｎｏｔｃｈａｎｇｅｄ；

１６．ＯｒｉｅｎｔｔｈｅｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｅｄｇｅｓｉｎＰｃｂｙｕｓｉｎｇｌｏｃａｌＢＤｅｕｓｃｏｒｅｓｅａｒｃｈ
ｍｅｔｈｏｄｉｆｔｈｅｙａｐｐｅａｒｉｎｔｈｅｌｉｓｔＣ；

１７．ＯｒｉｅｎｔｏｔｈｅｒｅｄｇｅｓｉｎＰｃｉｆｅａｃｈｏｐｐｏｓｉｔｅｏｆｔｈｅｍｃｒｅａｔｅｓｅｉｔｈｅｒａｄｉｒｅｃｔｅｄ
ｃｙｃｌｅｏｒａｎｅｗｖｓｔｒｕｃｔｕｒｅ；

１８．ｒｅｔｕｒｍＰｃ＝（Ｖ，Ｅｍ）

１９．Ｏｕｔｐｕｔ：ＰＤＡＧＰｃ＝（Ｖ，Ｅｍ）．

ＢＮＥＡ算法首先通过 ＭＢＤＡ子程序得到以每个变
量Ｍａｒｋｏｖ边界为节点集的无向子图，将这些无向子图
合并后的图结构即为对应 ＢＮ的无向独立图；然后，对
无向独立图进行最大主子图分解并检测分解后的每个

子图是否包含３个变量的圈；同时，通过ＣＩ测试和局部
ＢＤｅｕ评分搜索确定每个子图中的 Ｖ结构，并在无向独
立图中进行更新，直到不存在满足条件的子图；最后对

等价类中其余的无向边定向．由算法 ２可见，ＢＮＥＡ不
仅利用ＭＰＤ技术来分解搜索空间，而且通过低阶 ＣＩ测
试和局部ＢＤｅｕ评分确定Ｖ结构，从而极大地减少了许

多冗余边引起的统计因子的计算、结构的评分和比较

的数量，因此，能够有效地提高算法的时间性能．事实
上，与其他基于约束的算法一样，ＢＮＥＡ算法的主要运
算量在于子程序 ＭＢＤＡ，即利用 ＣＩ测试确定无向独立
图，最坏情况下，ＭＢＤＢ与 ＭＭＰＣ算法具有相同的时间
复杂度．因此，ＢＮＥＡ算法的时间复杂度低于 ＭＭＨＣ算
法．

４ 试验与分析

为了测试本文算法的性能，我们采用标准的 Ａｓｉａ
网络［１９］和 Ａｌａｒｍ网络［２０］来完成下面的实验，并将测试
结果与ＭＭＨＣ算法进行了比较．实验的运行环境为：操
作系统 ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，ＣＰＵ为 Ｐｅｎｔｉｕｍ４３０６ＧＨｚ，内存为
０９９ＧＢ．

本文采用ＢＤｅｕ函数作为评分标准，ＢＤｅｕ函数是基
于ＢａｙｅｓｉａｎＤｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布的贝叶斯评分函数的一种
特殊形式，如果取先验等价样本量为１０，结构的先验信
息为０００１σ，σ表示网络中自由参数的数目，则 ＢＤｅｕ函
数可表示为：

ＦＢＤｅｕ（ＢＮ，Ｄ）＝ｌｏｇ∏
ｎ

ｉ＝１
０００１（ｒｉ－１）ｑｉ∏

ｑｉ
ｊ＝１

Γ（１０／ｑｉ）
Γ（１０／ｑｉ＋Ｎｉｊ）

∏
ｒｉ
ｋ＝１
Γ（１０／（ｒｉ·ｑｉ）＋Ｎｉｊｋ）
Γ（１０／（ｒｉ·ｑｉ））

．

其中 ｑｉ表示Ｖｉ父节点的取值数目，Γ（·）表示Ｇａｍｍａ函
数，Ｎｉｊｋ表示Ｖｉ取第ｋ个值，同时 Ｖｉ的父节点取第ｊ个值

的样本数目，Ｎｉｊ＝∑ｋ
Ｎｉｊｋ．

表１ 两种算法在Ａｓｉａ数据集上的实验结果

Ａｌｇ（Ｌｅｖｅｌα） ｎ＝５００ ｎ＝１０００ ｎ＝２０００ ｎ＝５０００ ｎ＝１００００
ＢＮＥＡ（０．０１） （１．７，１．７，３．７） （１．７，１．６，３．６） （１．１，０．９，２．８） （０．７，０．４，１．８） （０．１，０．１，０．８）
ＢＮＥＡ（０．０５） （１．６，１．３，３．８） （１．５，１．４，３．５） （１．０，１．０，３．０） （０．６，０．５，２．０） （０．１，０．２，１．３）
ＭＭＨＣ（０．０１） （２．９，１．６，５．７） （１．９，１．４，４．６） （１．１，０．８，３．０） （０．７，０．３，２．３） （０．２，０．１，１．９）
ＭＭＨＣ（０．０５） （２．０，１．１，３．８） （１．７，１．４，４．２） （１．０，０．８，３．０） （０．５，０．５，２．３） （０．１，０．２，２．０）

表２ 两种算法在Ａｌａｒｍ数据集上的实验结果

Ａｌｇ（Ｌｅｖｅｌα） ｎ＝５００ ｎ＝１０００ ｎ＝２０００ ｎ＝５０００ ｎ＝１００００
ＢＮＥＡ（０．０１） （５．４，５．２，１９．８） （３．２，３．６，１６．７） （２．０，３．６，１５．２） （０．９，１．９，１０．２） （０．６，１．６，８．７）
ＢＮＥＡ（０．０５） （３．８，５．７，１９．８） （２．６，４．０，１６．７） （１．４，４．０，１５．２） （０．４，２．３，１２．２） （０．４，２．１，１１．３）
ＭＭＨＣ（０．０１） （６．５，４．２，１９．８） （４．５，２．５，１６．７） （３．２，２．５，１６．７） （１．７，２．１，１１．２） （０．８，１．３，９．６）
ＭＭＨＣ（０．０５） （５．４，４．７，２１．８） （３．５，２．９，１５．０） （２．６，２．９，１５．２） （１．３，２．３，１３．３） （０．７，２．６，１３．１）

表３ 两种算法在Ａｌａｒｍ数据集上的评分比较

Ｓｃｏｒｅ ｎ＝５００ ｎ＝１０００ ｎ＝２０００ ｎ＝５０００ ｎ＝１００００
Ｓｃ（Ｇ０） －５．２００４ｅ＋００３ －１．００００ｅ＋００４ －１．９４４０ｅ＋００４ －４．７７３７ｅ＋００４ －９．４５１５ｅ＋００４
Ｓｃ（Ｇ１） －４．９８３１ｅ＋００３ －１．０６５２ｅ＋００４ －２．０５０２ｅ＋００４ －４．７５５８ｅ＋００４ －９．４５１４ｅ＋００４
Ｓｃ（Ｇ２） －６．８０３８ｅ＋００３ －１．９８２４ｅ＋００４ －３．０３０８ｅ＋００４ －４．７８２６ｅ＋００４ －９．４５３３ｅ＋００４

表１和表２分别给出了本文算法和 ＭＭＨＣ算法在
不同样本容量数据集合上独立运行１０次的实验结果，
其中表１为Ａｓｉａ网络的实验结果，表２为 Ａｌａｒｍ网络的
实验结果，表中括号中的３个数据分别表示所学到的最

佳网络结构与标准网络结构相比，缺失边的数目、额外

边的数目以及结构海明距离（指将算法得到的图结构

转化为标准的网络结构所需要的平均运算总数目：包

括添加边、删除边、反转边）．从表１中可以看出，当样本
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量小于２０００时，ＢＮＥＡ与 ＭＭＨＣ得到的实验结果很接
近，随着样本量的增大，ＢＮＥＡ算法能够获得更好的求
解质量．当变量数目增大时，得到表２的实验结果与表
１类似，并且ＢＮＥＡ比ＭＭＨＣ算法得到更小的结构海明
距离值．

表３为不同样本容量数据集合上的ＢＤｅｕ函数评分
值，其中 Ｓｃ（Ｇ０）表示原标准网络的函数评分，Ｓｃ（Ｇ１）和
Ｓｃ（Ｇ２）分别表示由 ＢＮＥＡ算法和 ＭＭＨＣ算法得到的网
络结构的函数评分．从表３可见，随着样本量的增加，Ｓｃ
（Ｇ１）和 Ｓｃ（Ｇ２）逐渐向 Ｓｃ（Ｇ０）逼近．然而，与 ＭＭＨＣ算
法相比，本文算法在样本量小于５０００时得到网络结构
评分值与真实网络的评分值更加接近．

图２为相对应的运行时间比较，由图２可知，本文
算法的运行时间在整个样本容量的范围上都好于

ＭＭＨＣ算法，而且在样本容量大的情况下时间性能的优
势更加明显．同时，实验结果也表明：随着样本量的增
加，ＭＭＨＣ算法的运行时间显著增长，而本文算法对样
本量的增加不敏感，这说明与 ＭＭＨＣ算法相比，本文算
法具有更好的处理较大数据集的能力．总之，从以上实
验结果可见：与ＭＭＨＣ算法相比，本文算法无论是在结
构误差，还是函数评分值上都有一定的改善，所以本文

算法能够获得更好的结构学习质量；另一方面，在运行

时间和实际结构评分数量比较上均有明显降低，故算

法的计算复杂度得到了显著改进．

５ 结论

贝叶斯网络的结构学习是目前机器学习和数据挖

掘领域中的一个研究热点．以基于约束满足的方法为
基础，本文提出一种基于最大主子图分解、条件独立测

试和局部评分搜索的混合贝叶斯网络等价类学习算

法，该算法有效地将高维的结构学习问题转化为低维

问题，降低了了条件独立测试的统计计算量和结构评

分对比量；同时文章从理论上严格证明了算法的正确

性和有效性，并通过实际问题进行了实验分析，为贝叶

斯网络用于解决实际问题提出了一种新的方案．下一
步的工作重点是利用混合方法对数据不完备、含隐变

量及动态时变的贝叶斯网络结构进行系统地研究．
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